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Х орошо известно, что функционально
дифференциальные уравнения являются 
удобным средством описания нелинейных 

систем автоматического управления в присутствии 
эффектов последействия. В частности, задача о пе
риодических траекториях систем с нелинейными 
звеньями является одной из классических задач 
математической теории управления (см., например, 
[1]). При исследовании периодической задачи дос
таточно эффективным является метод направляю
щих функций, основу которого заложили еще в 
шестидесятые годы ХХ века разработки М.А. Крас
носельского и А.И. Перова (см. [2], [3]). Геометри
ческая наглядность и относительная простота в 
применениях быстро сделали этот метод весьма по
пулярным среди математиков и механиков.

В восьмидесятые годы ХХ века метод направ
ляющих функций был распространен на случай 
дифференциальных включений - математический 
аппарат, описывающий нелинейные управляемые 
системы с обратной связью, системы автоматиче
ского регулирования, системы с разрывными и им
пульсными характеристиками и другие объекты 
современной инженерии, механики, физики (см., 
например, [4], [5]). 1

В конце ХХ -  начале XXI веков в связи с от
крывшимися новыми возможностями приложений 
к актуальным задачам математики, механики, тео
рии управления, физики и других наук, возникла 
необходимость в существенном расширении клас
сов рассматриваемых направляющих функций. В 
частности, для дифференциальных уравнений были 
введены классы интегральных (см. [6]) и многоли
стных (см. [7]) направляющих функций, обобщен
ные в работах [8], [9] на случай дифференциальных 
включений. Кроме того, все указанные выше клас
сы направляющих функций получили свое распро
странение на негладкий случай (см., например, 
[10] -  [12]).

Все эти развития метода направляющих 
функций, в том числе распространение этого ме
тода на случай бесконечномерных пространств, 
изложены в недавней монографии [13].

Однако прямое применение метода к функцио
нально-дифференциальным включениям затрудни
тельно. Поэтому в настоящей работе , развивая 
подходы, предложенные в [6] и [14], предлагается 
использовать негладкую интегральную направ
ляющую функцию для исследования асимптотиче
ского поведения решений функционально
дифференциальных уравнений.

1 Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 14-01-00468), РФФИ-Тайвань (прект № 14-01-92004) 
и РНФ (проект № 14-21-00066).
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Для h > О обозначим символом С пространство 
C ([-h ,0 ]-,R n) непрерывных функций х: [—h, 0] —> Rn 
с нормой ]1хЦ = supre,;_>, С]Ц v(t)U- Для каждой функ
ции ф G С символом обозначается множество 
всех непрерывных функций х: [—h, ж] -» Rn таких, 
что x(t) = i/i(t),t б [—ft,0] и сужение х  на 
R+ = [0, + *) является абсолютно непрерывной 
функцией. Для функции х € D, и t > 0 символом 
Xt б С будем обозначать функцию, заданную как 
хс(в )= х (х  + в),в б [ - /1,0].

В настоящей статье рассматривается функцио
нально-дифференциальное уравнение следующего 
вида:

x ( t )  = f(f ,X t), почти для всех г б R+, (1)
x(t) = t е [-Л.0], (2)
и исследуется задача существования решений, 

удовлетворяющих следующей оценке:
| | х (0 1 | £ -£ - ,г е я + .

д(?)
где к > 0 и д является четной функцией, в пред

положении, что / :  R+ х С -* Rn удовлетворяет сле
дующим условиям Каратеодори:

(i) для каждого ip 6 С функция /(•, <р): Д+ -* /?n 
измерима;

(ii) почти для каждого 1б R+ отображение 
fit,-):C  —» /?" непрерывно;

(iii) существует положительная суммируемая на 
каждом компактном интервале функция 
а(-) б L)0 (R+) такая, что для каждого <р 6 С имеем

||/(Г,х)|| <, or(t)(l + ||<р||) почти для всех t е R+. 
Для данной начальной функции ф Е С под реше

нием задачи (1), (2) мы будем понимать функцию 
х g удовлетворяющую уравнению (1) почти для
всех t б R+.

Напомним некоторые понятия негладкого ана
лиза (см., например, [14]).

Пусть V:Rn -> R локально липшицева функция. 
Для х б Rn и v б R" обобщенная производная 
К°(х;у) функции 1Д.) в точке х по направлению v 
определяется как:

„О,  ̂ ■■ Viz + tv )-V iz )K°(x;v) = lim ----------------------,*-* tt—0+
где z 6 Rn. Тогда обобщенный градиент 5K(.v) функ
ции (/(•) в точке .у определяется следующим обра
зом:

дЕ(х) = 0' 6 Л": 0 ’>v) -  ^°(x;v) о.тявсех v G R"}. 
Известно, что мультиотображение dV:R'l -*>R 

имеет выпуклые компактные значения и полуне
прерывно сверху (по поводу терминологии см., на
пример, [4]).

Напомним, что локально липшицева функция 
V-.Rn -> R называется регулярной, если для каждого 
х б R" и v б R" существует производная по направ
лению V (х; v), равная обобщенной производной 
V°(x;v).

Обозначим символом 31 совокупность всех регу
лярных функций V: /?’’• -» R, удовлетворяющих усло
вию коэрцитивности: 

lim V (х) = —к.Ilxl—х
Заметим, что для данной функции V G 91 и для 

каждого г > 0 существует Аг(г) > г такое, что если 
аг ;= in/{E(x),||x|| S г}, (3)

то V(x) < ar, ||х|| > Ат(г). (4)
Пусть g:R+->R+ является непрерывно

дифференцируемой функцией такой, что 
infigiO.t б R) > 1.

Определение. Функция V G 91 называется не
гладкой интегральной направляющей функцией для 
уравнения (1 ) вдоль функции д, если найдется

rv > s(°)lhK 0)ll (®)
такое, что для каждой функции х  G D, < удов

летворяющей условиям:
(I) существует наибольшее значение т* > 0 

такое, что для всех г б [0,rf)
5(0Нх(0Н ^ V
(И) существует наибольшее значение rf > г* 

такое, что
5 (г.*)||х(т?)|| = kv := kiry);
( Ш ) Xt)W для всех t E
мы имеем
Q ( v ( s ) , g  (s)x(s)  +  g (s ) f (s ) )d s  >  0 <6>
для каждого суммируемого сечения 

ti(s) б dVigis)xis)), еде
r j: = sup{t G [r f.r f), Il5 (r)v(r)|| = rv}. 
Справедливо следующее утверждение.
Теорема. Пусть V G 91 является негладкой ин

тегральной направляющей функцией для уравнения 
(1 ) вдоль функции д. Тогда каждое решение задачи 
Коши (1),  (2)  удовлетворяет оценке

||.v(t)|| < k v ~ , t E R . -  (7)g{t)
Для доказательства нам понадобится следующее 

утверждение (см., например, [15]).
Лемма. Пусть V б 91 и х: [о, 5] -» R" является аб

солютно непрерывной функцией Тогда функция 
V(.v(f)) также является абсолютно непрерывной и 
справедливо следующее соотношение

К(л(0) -  К(х(а)) = I y°(xis),x'(s))ds, С е [а,б].
'а

Доказательство теоремы. При сделанных пред
положениях на правую часть функционально
дифференциального уравнения (1), задача (1)-(2) 
имеет продолжимое на R+ решение.

Пусть х(-)~ некоторое решение задачи (1)-(2) на 
R+. Из (5) следует, что найдется наибольшее т* > 0 
такое, что

£(г)||х(ОН <ky,t  G [0,rf). (8)
Если rf = +оо, то
||х(0 Н < ^ ~ ,  f 6 Я+ (9)
и утверждение доказано.
Если rf < +оз, то оценка (8) справедлива только 

на ограниченном интервале. Покажем, что
g(t)\\xit)\\<kv,teR + . (Ю)
В предположении противного, найдется rf > rf 

такое, что
5(rf)||*(Tf)|| > kv. (11)
Из (8) и (11) следует, что найдется rf < rf < г?» 

для которого
$(r.x)l|x(r?)|| = k y .  (12)
Обозначив
rf = sup{r G [rf, r f), 0 (r)||x(r)|| = rv ),
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получим

я(т#)||*(т*)11 -гк-Тогда из (3) Еытекает следующая оценка
К *(т»)1Кт»)Н)*в*у- (13)
П рименяя приведенные выш е лемму и опреде

ление, имеем
KO?(rf)||x(Tf)||)-K(a(Tf)||.t(Tf)||)

= [  v°(g(s)x(s),g'(s)x(s) + g(s)x\s))ds >
JГ?

>  f^ ( v ( s ) ,g '( .s ) x ( s )  + g ( s )x '( s ) )  ds > 0, 
r(s) 6 3y(0(s).v(s)).

Учитывая соотношения (4), (12) и (13), получаем
«-v > ^(5(rf)ll-v(rf)||) > y(s(r»)ll-v(r»)ID ^ a rv
П олученное противоречие и доказывает оценку 

(Ю ).
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